Целочисленные уравнения. 

5.1. Докажите, что если НОД(a,b)=d, и a=a1d, b=b1d, то числа a1, b1 – взаимно простые.

Доказательство. Пусть НОД(a1,b1)=c. Тогда 
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.    dc – общий множитель чисел a и b. d – наибольший общий делитель. Значит, 
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. Следовательно, c=1, то есть НОД(a1,b1)=1; числа a1,b1 – взаимно простые. Утверждение доказано.

5.3. Верно ли, что если НОД(a,b)=НОД(b,c)=d, то и НОД(a,c)=d.

Неверно. Это свойство может выполняться, но далеко не всегда. Противоречащий пример:
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.    НОД(a,b)=НОД(b,c)=3, в то время как НОД(a,c)=32.

По этому принципу можно строить и другие противоречащие примеры. 

5.6.а) Какое наибольшее число одинаковых букетов можно составить из 192 белых и 264 красных георгинов?

Решение. Пусть в букете b белых и k красных цветов. Пусть букетов с штук. Тогда 

192=cb;    264=ck. При этих условиях число букетов с наибольшее, если c=НОД(264;192);
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Ответ. 24 букета.

б) Каков будет ответ в общем случае, если белых георгинов – а, а красных – b штук.

Решение. Пусть в букете х белых и у красных цветов. Пусть букетов с штук. Тогда a=cx, b=cy. Число букетов с наибольшее, если c=НОД(a;b). 

Ответ. Букетов – НОД(a;b).

5.7. Выберите из следующих чисел все возможные пары взаимно простых чисел: 14,18,21,35,45,60,78,99.
НОД(14,45)=1;

НОД(14,99)=1;

НОД(18,35)=1;

НОД(35;78)=1;

НОД(35,99)=1;

Ответ. 5 пар взаимно простых чисел: 14 и 45; 18 и 99; 18 и 35; 35 и 78; 35 и 99.

5.10. а) Пусть au+bv=1. Докажите, что НОД(a,b)=1.

Доказательство. Пусть НОД(a,b)=d. Тогда а делится на d, b делится на d. Тогда au+bv=1 делится на d. Значит, d=1, то есть, НОД(a,b)=d=1. Утверждение доказано.

б) Пусть au+bv=2. Верно ли, что НОД(a,b)=2?
Неверно. Противоречащий пример: пусть a=3, b=7. u= -4; v=2. Тогда au+bv=2
[image: image10.wmf]2
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, но числа а, b – взаимно простые, следовательно, НОД(a,b)=1.

в) Найти НОД(a,a+1). 

Решение. Воспользуемся фактом, доказанным в пункте а) этой задачи. 
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. Следовательно, НОД(a,a+1)=1.

Ответ. НОД(a,a+1)=1.

5.11. Найти все целые решения уравнения 12х+14y=0.

Решение. 12х+14y=0 ( 6x=-7y. Следовательно, 7|х; 6|у. Значит, x=7p; y=6q. Тогда уравнение принимает вид: 
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;   p=-q;   значит, x=7p; y=-6p; p(Z.

Ответ. x=7p; y=-6p; p(Z.

5.13. Пусть a|c, b|c и НОД(a,b)=1. Докажите, что (ab)|c.

Доказательство. 

По условию, существуют целые х и у такие, что c=ax; c=by. НОД(a,b)=1. Следовательно, 

ax=by. Разложим числа а и b  на простые множители. 
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. НОД(a,b)=1, поэтому 
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 при любом индексе. Учитывая это разложение, распишем равенство ax=by.
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, значит, если х разложить на множители, то в этом разложении непременно присутствуют множители 
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, значит, х делится на b. аналогично, y делится на а. Следовательно,  существуют такие натуральные х1, у1 такие, что 
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.   Следовательно, (ab)|с. утверждение доказано.

5.16. Сколькими нулями оканчивается число 200!=
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Решение.

По 1 нулю дают числа 10, 20, 30, 40, 60, 70, 80,90, 110, 120, 130, 140, 160, 170, 180,190 – всего 16 нулей. 

Также, по одному нулю, будучи умноженными на чётное, дают числа 5, 15, 35, 45, 55, 65, 85, 95, 105, 115, 135, 145, 155, 165, 185, 195 – всего 16 нулей.

По 2 нуля дают числа, кратные 25, кроме 125, а именно:  25, 50, 75, 100, 150, 175, 200 – всего 14 нулей.

Число 
[image: image24.wmf]125
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, будучи умноженным, например, на 8, даёт 3 нуля. Всего 16+16+14+3=49 нуль.

Ответ. Число 200! оканчивается 49 нулями. 

6.3. Имеют ли следующие уравнения решения в целых числах 
     а) 6x-16y=220;  
Решение. Исходное равносильно уравнению 
[image: image25.wmf]110
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.   НОД(3;8)=1;   110 делится на 1, решение существует.

     б) 105x+42y=56.

Решение. НОД(105; 42)=21; 56 не делится на 21. Решения в целых числах не существует.

6.4.Имеются контейнеры весом 130 кг и 160 кг. Нужно полностью загрузить ими грузовик грузоподъёмностью 3 тонны. Как это можно сделать (укажите все решения).

Решение. Пусть контейнеров по 130 кг – х штук, по 160 кг – у штук. Тогда 130х+160y=3000. 

13x+16y=300.    300 делится на НОД(13; 16)=1. Решение в целых числах существует. Замечаем, что х делится на 4. Пусть x=4p. Тогда уравнение принимает вид 
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. По смыслу задачи числа y и p – неотрицательны. Составим таблицу возможных значений у и р.

	p
	y

	0
	18.75

	1
	15.5

	2
	12.25

	3
	9

	4
	5.75

	5
	2.5

	6
	<0


Ответ. 12 контейнеров по 130 кг и 9 контейнеров по 160 кг.

7.3. Докажите, что для любых целых чисел a и b НОД(a,b)=НОД(a,a-b).

Доказательство. Обозначим НОД(a,b)=d. Тогда 
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. b1  и a1 – взаимно простые (см. задание 5.1.), НОД(a1,b1)=1. 

Пусть НОД(a,a-b)=c. Тогда НОД(da1,d(a1-b1))=c; следовательно, d|c; c=dc1;

a=ca1=dc1a1.

(b-a)=cb2=dc1b2. Складываем два последних равенства. Получаем

b=dc1(a2+b2). Следовательно, dc1  – общий делитель чисел а и b. d – их наибольший общий делитель. Поэтому 
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НОД(a,b)=НОД(a,a-b). Утверждение доказано.

7.4.Найдите решение уравнений в целых числах а) 75y-39x=1;
Решение. НОД(75; 39)=3,  1 не делится на 3. Решений в целых числах не существует. 

Ответ. Решений в целых числах не существует.

б) 43x+250y=7.

НОД(43; 250)=1;    7 делится на 1.   Решение в целых числах существует.

43x+250y=7 
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. Следовательно, x+1 делится на 50. Обозначим 
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43р-1 делится на 5.    43р кончается на 1 или на 6. Найдём хотя бы одно решение. при p=2
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Тогда 
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Итак, частное решение 
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В методической разработке доказано, что если 
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 и НОД(a; b)=1, то общее решение имеет вид
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В нашем случае, общее решение имеет вид 


[image: image47.wmf]Z

n

n

y

n

x

Î

-

-

=

+

=

,

43

17

250

99


Ответ. 
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7.5. а) Доказать, что НОД(26-1,215-1)=7.

Доказательство. Воспользуемся утверждением, доказанным в 7.3. НОД(a,b)=НОД(a,a-b). Тогда НОД
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б) Докажите, что НОД(2n-1,2m-1)=2НОД(m,n)-1 для любых натуральных m и n.

Доказательство. Если m=n, то утверждение очевидно. Пусть 
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m=dp;   n=dq;   p>q;   НОД(p; q)=1.

x=НОД
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… проделаем это несколько 

p=3; x=12; y=9.
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