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Задание 1. 9 класс. Планиметрия.

Правила оформления работы: Работу выполнить в отдельной тетради в клетку. На каждой странице оставлять поля 4 см для замечаний проверяющего преподавателя. Записывать решения в том порядке, в каком они указаны в задании. Чертежи делать аккуратно, отточенным простым карандашом. Переписывать аккуратно и внимательно. Не делать математических и грамматических ошибок, почерк чтобы был не корявый, а аккуратный. Любое уравнение решать столбиком, не в строчку!!!

Обязательные задания.
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1.4. Каковы стороны равнобедренного треугольника, если одна из его сторон меньше другой в три раза, а периметр равен 35 см.

Дано. (АВС – равнобедренный, P=35 см, одна сторона втрое меньше другой.
Найти. Стороны треугольника.
Решение. Пусть одна сторона треугольника х см, тогда другая сторона 3х см. Третья сторона не может быть равна х см, так как в этом случае нарушается неравенство треугольника. Значит, основание треугольника равно х см, а боковые стороны по 3х см. при этом неравенство треугольника сохраняется. P=35 см. Составим уравнение.
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 см – основание треугольника, 
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 см – боковая сторона треугольника.

Ответ. 5см – основание треугольника, 15 см – боковая сторона треугольника.
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1.9 б) Докажите, что если в четырёхугольнике одна из средних линий (линия соединяющая середины противоположных сторон) равна полусумме двух других сторон, то данный четырёхугольник является параллелограммом или трапецией.

Дано. ABCD – четырёхугольник, средняя линия равна полусумме оснований.

Доказать. ABCD – параллелограмм или трапеция.
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Доказательство. Вектор 
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на средней линии можно разложить двумя способами: 
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. Складывая эти равенства, получаем: 
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. Рассмотрим модуль этого вектора. 
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 (по условию). Значит, 
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. Это возможно только если вектора 
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 и 
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 сонаправлены, основания – параллельны. Значит, данный 4-угольник – либо параллелограмм, либо трапеция. 

1.10) Докажите что в любом треугольнике сумма длин медиан

б) меньше периметра треугольника;

Решение 
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. Рассмотрим модуль последнего вектора: 
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 (по неравенству треугольника). Аналогично, 
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. Складывая эти неравенства, получаем: 
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г) больше ¾ периметра треугольника.

Решение. Медианы треугольника пересекаются в точке О и делятся точкой пересечения в отношении 1:2. Поэтому, по неравенству треугольника 
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1.11. В некотором треугольнике длина каждой из медиан меньше 1. верно ли, что площадь этого треугольника меньше 2/3?

Решение. Медианы разбивают треугольник на 3 треугольника. Медианы делятся точкой пересечения в отношении 2:1 начиная от вершины. Следовательно, отрезки медиан на рисунке справа меньше 2/3. учитывая, что 
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, оценим площадь треугольника.
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.  Вывод. При данных условиях площадь треугольника обязательно меньше 2/3.
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. Складывая эти неравенства, получаем 
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1.13) Два населённых пункта А и В расположены по одну сторону от прямой дороги. Где на дороге следует расположить автобусную остановку О, чтобы сумма расстояний АО+ОВ была наименьшей?

Решение. Отметим точку А1, симметричную точке А относительно дороги. Пересечение прямой А1В c дорогой и есть искомая точка О для остановки. Действительно, прямоугольные треугольники САО и СА1О равны по двум катетам. Значит, А1О=AO, обсуждаемая сумма расстояний AO+OB=A1O+OB. Точки А1, О, В лежат на одной прямой, поэтому данная сумма расстояний наименьшая.

1.14) Через вершину А треугольника АВС проведена прямая, перпендикулярная биссектрисе угла А, а из вершины В проведён перпендикуляр ВН к этой прямой. Докажите, что периметр треугольника ВСН больше периметра треугольника АВС.

Решение. Требуется доказать, что BC+BA+CA<BC+BH+CH. Это неравенство равносильно неравенству BA+CA<BH+CH. Для доказательства этого неравенства отметим точку В1, симметричную точке В относительно прямой АН. Прямоугольные треугольники ВАН и В1АН равны в силу равенства их катетов. Значит, ВА=B1A, а углы (НАВ=(HAB1, (HAB1= (CAE. Следовательно точки С, А, В1 – лежат на одной прямой. Тогда доказываемое неравенство можно переписать так: B1C=B1A+AC< B1H+HC. Это неравенство выполняется в силу неравенства треугольника. 

2.2) Три прямые пересекаются в одной точке О. Можно ли провести четвёртую прямую, лежащую в этой же плоскости так, чтобы она пересекала ровно:


а) одну прямую;       б) две прямые;


в) три прямые;         г) не пересекала ни одной прямой


(ответы обоснуйте)

Решение. Пусть прямые а, b, c пересекаются в точке О. Все они различны, так как если бы какие-то две из них совпадали, то прямые пересекались бы в любой своей точке, а не только в точке О. 

а) Даже если прямая d параллельна одной из прямых, то она не параллельна двум другим прямым. (В противном случае эти две прямые не пересекаются в точке О). Значит, нельзя провести четвёртую прямую, пересекающую ровно одну из трёх данных прямых.

б) Да, может, если прямая d параллельна одной из трёх данных прямых. Причина та же, что и в предыдущем пункте.

в) Да, может. Среди трёх прямых только две могут быть взаимно перпендикулярны, поэтому существует прямая (назовём её b), которая не перпендикулярна двум другим. Искомую прямую d проведём так, чтобы d не проходила через О и была перпендикулярна b. Значит d и b пересекаются. Прямые d и a тоже пересекаются, так как в противном случае a(b, что не возможно. Аналогично, d и c пересекаются.

г) Не может. Если в пункте а доказано, что d пересекает хотя бы две из трёх прямых, то уж конечно d пересекает хотя бы одну из трёх данных прямых.

2.4) Докажите, что сумма углов звёздчатого семиугольника а) равна 180(, б) Чему равна сумма углов звёздчатого семиугольника вида (см. рис б). 

Решение. 
Определение. Сумма внешних углов многоугольника называется интегральной кривизной.

Лемма. Интегральная кривизна звёздчатого многоугольника равна произведению числа витков на 360(.

Доказательство леммы.  Выберем произвольную вершину многоугольника. (Назовём её А). Обходя многоугольник от этой точки против часовой стрелки, будем переносить параллельным переносом внешние углы встречающихся при обходе внешних углов. Поскольку углы переносятся параллельным переносом, то внешние углы будут укладываться вокруг точки А плотно, без пропусков, подобно мозаике. Когда мы снова вернёмся в точку А, сделав m витков, перенесённые к точке А углы в сумме составят m полных оборотов, то есть 
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а) Звёздчатый многоугольник а) совершает 3 полных оборота. Значит, его интегральная кривизна равна 
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. Утверждение доказано. 

б) Звёздчатый многоугольник б) совершает 2 полных оборота. Значит, его интегральная кривизна равна 
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Ответ. Сумма углов звёздчатого многоугольника вида б) равна 540(. 

2.6. Определите вид треугольника, если 

а) сумма его любых двух углов больше 90(. 

б) каждый его угол меньше суммы двух других углов.

Решение. а) Обозначим внешние и внутренние и внешние углы треугольника, как показано на рисунке. Тогда 
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Вывод: треугольник остроугольный. 

б) По условию, 
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Вывод: треугольник остроугольный.

2.7. На рисунке изображены три квадрата. Найдите сумму. Отмеченных углов, не используя тригонометрии. 

Решение. (EFC=(LAH. Треугольники CBA и CEG подобны с коэффициентом подобия 
[image: image42.wmf]2

. Значит, (САВ=(CGE. Следовательно, искомая сумма углов равна 90(.

Ответ. 90(.

2.8. а) Известно, что АВ2=AC2+BC2. Докажите, что треугольник АВС прямоугольный. 

Дано. (АВС, АВ2=AC2+BC2.
Доказать. (С – прямой.

Доказательство. Построим прямоугольный треугольник A1B1C1 с прямым углом С1 и катетами C1B1=CB, C1A1=CA. Тогда по теореме Пифагора 
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. Значит, 

А1B1=AB. Треугольники равны по трём сторонам. Значит 

(С – прямой, что и требовалось доказать.

б) Известно, что АВ3=AC3+BC3. Может ли угол А быть тупым? 

Дано. АВ3=AC3+BC3.
Выяснить. Может ли угол А быть тупым?
Решение. Из условия АВ3=AC3+BC3 вытекают неравенства AB>AC, AB>BC. АВ – наибольшая сторона. Известно, что против большей стороны лежит больший угол. Значит, угол С – наибольший. Если бы угол А был тупым, или прямым, то угол С был бы тупым, тогда сумма углов треугольника была бы больше 180(, что невозможно. Вывод: угол А – острый.

в) может ли в пункте б) угол С быть меньше 30(?

Дано. АВ3=AC3+BC3. Выяснить. Может ли угол С быть меньше 30(?
Решение. Допустим, что угол С меньше 30(. Тогда один из других углов Обозначим АВ=c, BC=a, AC=b. По условию, с3=a3+b3. Допустим, что угол С меньше 30(. Тогда один из других углов больше 30( (сумма углов треугольника равна 180(). Против большего угла лежит большая сторона. Но так как с3=a3+b3, то c>a, c>b, что не возможно. На самом деле, утверждение можно усилить: угол С не может быть меньше 60(. 

Вывод. Угол С не может быть меньше 60(.

2.9. В четырёхугольнике ABCD проведены биссектрисы внутренних углов АА1, ВВ1, СС1, DD1, причём прямые АА1 с ВВ1  и  СС1 с DD1 пересекаются в разных точках. (Стороны четырёхугольника попарно непараллельны). Докажите, что точки пересечения прямых AD с BC, АА1 с ВВ1, СС1 с DD1 лежат на одной прямой. 

Доказательство. Обозначим О1 – точка пересечения биссектрис углов А и В, О2 – точка пересечения биссектрис углов С и D, точка Е – точка пересечения прямых AD и BC. Точка О1 – пересечение биссектрис треугольника АВЕ. Точка О2 является центром окружности S1, вписанной в угол ADC и центром окружности S2, вписанной в угол DCB. Радиус каждой из этих окружностей равен перпендикуляру, опущенному из О2 к прямой DC. Следовательно окружности S1 и S2 совпадают. Назовём эту окружность S. Окружность S касается каждого из отрезков AD, DC, CB, значит, окружность S вписана в угол BEA, значит центр этой окружности О2 лежит на биссектрисе ЕО1. Таким образом, точки О1, О2 и Е – лежат на одной прямой, что и требовалось доказать.

2.10. В трапеции точка пересечения диагоналей равноудалена от боковых сторон. Докажите, что трапеция равнобедренная. 

Дано. ABCD – трапеция. Пересечение диагоналей равноудалено от боковых сторон.

Доказать. AD=BC.

Доказательство. Площади треугольников DCA и DCB равны, так как у них одно основание и одинаковая высота. Треугольник DOC – их общая часть, поэтому равны площади треугольников DOA и COB. (Это, впрочем, доказано в присланной методичке). Но по условию высоты треугольников DOA и COB равны (перпендикуляры, опущенные из О к боковым сторонам равны). Значит, равны и основания этих треугольников, то есть, AD=BC. Данная трапеция равнобедренная, что и требовалось доказать.

2.11. В треугольнике длины сторон a, b, c, медиан – ma, mb, mc. Докажите соотношения

а) 
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б) 
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Доказательство. По тереме косинусов (для правой половины треугольника) имеем: 
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Для полного треугольника по той же теореме имеем: 
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Подставив формулу (**) в (*), получим 
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Итак, 
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. Точно также получаем формулы
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. (***). (Впрочем, можно было воспользоваться готовыми формулами, доказанными в присланной методичке).

Складывая формулы (***), получаем: 
[image: image53.wmf](

)

(

)

2

2

2

2

2

2

2

2

2

4

3

3

3

3

4

1

c

b

a

c

b

a

m

m

m

c

b

a

+

+

=

+

+

=

+

+

, что и требовалось доказать.

б) Возведём каждую формулу (***) в квадрат. Получим: 
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. (****)

Складывая формулы (****), получаем:
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, что и требовалось доказать.
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