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Задание № 2. 9 класс. Делимость чисел.

Определение. Запись 
[image: image1.wmf]b
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 означает, что b делится на а нацело.

1.1. Докажите, что если c|b, и b|а, то с|a.

Доказательство. c|b, значит, существуют целое n, такое, что b=cn. b|а, значит, существуют целое m, такое, что a=bm. Тогда a=bm=cnm. Следовательно, с|a.

1.2. Пусть c|a и d|b. Докажите, что (cd)|(ab). В частности, если c|d, то c2|(ab).

Доказательство. По определению, c|a ((n, n(Z, a=cn. d|b ((m, m(Z, b=dm. Значит, 
[image: image2.wmf]nm
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((cd)|(ab). Если, кроме того, c|d, то существует целое k, такое, что d=ck, тогда 
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. Иными словами, c2|(ab). Утверждение доказано.

1.4. Докажите, что если (a+b)|a2, то (a+b)|b2.

Доказательство. Пусть (a+b)|a2, тогда существует целое n(Z такое, что 
[image: image4.wmf](

)

b

a

n

a

+

=

2

. Допустим противное: пусть b2 не делится на (a+b). Значит, остаток отделения b2 на (a+b) отличен от нуля. Тогда 
[image: image5.wmf](
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, где r – остаток. Вычтем 
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. Тогда 
[image: image8.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

r

n

m

b

a

a

b

a

b

a

b

+

-

+

=

+

-

=

-

2

2

. Следовательно, 
[image: image9.wmf](
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. Видно, что r делится на (a+b). Но r – остаток от деления на (a+b). r не делится на (a+b). Полученное противоречие доказывает, что (a+b)|b2.

1.6. Какие из следующих утверждений верны, а какие нет? Верные утверждения докажите, а для неверных приведите противоречащие примеры.

а) Если одно из слагаемых делится на 15, а другое не делится на 15, то сумма не делится на 15.

Верно. Доказательство. Пусть а делится на 15, b не делится н а15. Тогда существуют такие n,m,r, 0<r<15, такие что a=15n, b=15m+r. Тогда a+b=15(n+m)+r, значит, сумма a+b не делится на 15. 

б) Если каждое из двух слагаемых не делится на 15, то и сумма не делится на 15.

Неверно. Противоречащий пример: a=7, b=8. Ни а, ни b не делятся на 15, но их сумма a+b=15 делится на 15.

в) Если каждый из двух сомножителей не делится на 15, то и произведение не делится на 15.

Неверно. Противоречащий пример: a=3, b=5. Ни а, ни b не делятся на 15, но их произведение ab=15 делится на 15.

г) Если один из двух сомножителей делится на 15, а другой не делится на 15, то их произведение не делится на 15.

Неверно. Более того, их произведение всегда делится 15. Доказательство. а делится на 15, a=15n; b не делится на 15. Но тогда ab=15nb, делится на 15. 

д) Если число делится на 15 и 21, то оно делится на 
[image: image10.wmf]21
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Неверно. Противоречащий пример:  15|(
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), 21|(
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е) Если один сомножитель делится на 3, а другой на 5, то их произведение делится на 15.

Верно. Утверждение доказано в задаче 1.2.

ж) Если произведение двух сомножителей делится на 15, то хотя бы один из них делится на 15.

Неверно. Противоречащий пример: 
[image: image15.wmf]3
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 делится на 15, но 5 не делится на 15, 3 не делится на 15.

2.4. В одном из подъездов 8-этажного дома на первом этаже находятся квартиры  от № 97 до № 102. На каком этаже и в каком по номеру подъезде находится квартира 178? На всех этажах одинаковое число квартир и все подъезды устроены одинаково.

Решение. На одном этаже одного подъезда находится 102-97+1=6 квартир. Разделим с остатком 178 на 6. 

178=
[image: image16.wmf]2
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. Значит, 178я квартира находится на 30й лестничной клетке. Разделим с остатком 30 на 8.

30=
[image: image17.wmf]6
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. Следовательно, 30 лестничных клеток занимают 3 полных подъезда и частично 4й подъезд до 6го этажа. Значит, квартира № 178 находится в 4м подъезде на 6м этаже.

Ответ. Квартира № 178 находится в 4м подъезде на 6м этаже.

2.6. Было 7 листов бумаги. Некоторые из них разрезали на 7 кусков  и так сделали несколько раз. Могли ли в результате поучиться 1973 куска. Указание: как возрастает число кусков, когда один лист разрезают на 7 частей?

Решение. Если один лист разрезать на 7 частей, то вместо одного куска будет 7 кусков, то есть число кусков увеличится на 6. Если это проделать несколько раз, то кусков будет 6n+1. Остаётся ответить на вопрос: существует ли такое 
[image: image18.wmf]N
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, что 1973=6n+1, n=1972:6. Но 1972 не делится на 6, так как сумма цифр числа 1972 не делится на 3. Вывод: 1973 куска не могли получиться. 

2.8. Какой остаток при каждом натуральном n даёт число

	а)
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	при делении на
	n+4

	б)
	4n+7
	при делении на
	2n+1

	в)
	4n+5
	при делении на
	2n+3

	г)
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а) Разделим многочлены уголком.

[image: image105.wmf]3
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При 9<n+4, то есть при n>5 остаток равен 9. 

При n=5, n+4=9, тогда остаток равен 0.

При n=4 остаток равен 1.

При n=3 остаток равен 2.

При n=2 остаток равен 3.

При n=1 остаток равен 4.

Вывод: при 
[image: image21.wmf]5
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 остаток равен 5-n, при 
[image: image22.wmf]5
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 остаток равен 9.

б) 4n+7=2(2n+1)+5. При 5<2n+1, то есть при n<2 остаток равен 5. При n=2 остаток равен 0. При n=1 остаток равен 2. Ответ. При 5<2n+1, то есть при n<2 остаток равен 5. При 
[image: image23.wmf]2
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 остаток равен 2(2-n).

в) 4n+5=(2n+3)+(2n+2). При всех n выполняется неравенство 2n+2<2n+3. Ответ: остаток равен 2n+2.

г) Если n чётно, то n=2k, 
[image: image24.wmf]N
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, n2+1=4k2+1. Остаток равен 1.

Если n нечётно, то n=2k+1, n2+1=(2k+1)2+1=4k2+4k+2=4(k2+k)+2. Остаток равен 2. Попытаемся ответ записать одной формулой.

Ответ: остаток равен 
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2.10. а) Докажите, что из 8 целых чисел всегда можно выбрать два таких, разность которых делится на 7.

Обозначим данные 8 чисел 
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 EMBED Equation.3  [image: image32.wmf]1

k

r

, 
[image: image33.wmf]+

=

q

n

k

7

2



 EMBED Equation.3  [image: image34.wmf]2

k

r

. 
[image: image35.wmf]-

1

k

n



 EMBED Equation.3  [image: image36.wmf])

(

7

2

q

p

n

k

-

=

,        7|(
[image: image37.wmf]-

1

k

n



 EMBED Equation.3  [image: image38.wmf]2
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). Утверждение доказано.

б) Верно ли, что из 100 целых чисел всегда можно выбрать 15 таких, у которых разность любых двух делится на 7? А 16 таких чисел?

Обозначим данные 100 чисел 
[image: image39.wmf]100
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, а их остатки от деления на 7 соответственно 
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. Все остатки удовлетворяют неравенству 
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. Остатки могут принимать одно из 7 значений. 100=
[image: image42.wmf]2
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. По принципу Дирихле существует число, равное пятнадцати остаткам, но не шестнадцати. Вывод: всегда существуют 15 таких чисел, а 16 таких чисел могут и не существовать.

в) Верно ли, что из 100 целых чисел всегда можно выбрать два таких, у которых сумма делится на 7?

Не верно. Рассмотрим 100 чисел вида n=7p+3, тогда сумма любых двух из них имеет вид 
[image: image43.wmf]6
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, сумма этих чисел не делится на 7.

г) Докажите, что из 5 чисел всегда можно выбрать два таких, у которых разность квадратов делится на 7.

Обозначим данные 5 чисел 
[image: image44.wmf]5
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, а их остатки от деления на 7 соответственно 
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 на четыре группы:

G0 – множество таких чисел ni, чьи остатки от деления на 7 равны 0.

G1 – множество таких чисел ni, чьи остатки от деления на 7 равны 1 или 6.

G2 – множество таких чисел ni, чьи остатки от деления на 7 равны 2 или 5.

G3 – множество таких чисел ni, чьи остатки от деления на 7 равны 3, или 4.

По принципу Дирихле существует группа, в которую попали хотя бы два числа. Если их остатки при делении на 7 одинаковые, то разность чисел делится на 7 (при вычитании остатки сокращаются). А если остатки чисел, попавших в оду группу разные, то сумма этих чисел делится на 7 (остатки в сумме дают 7). В любом случае, разность квадратов a2-b2=(a-b)(a+b) делится на 7.

2.13. Докажите, что если число 
[image: image48.wmf]2
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 делится на 7, то числа а и b  делятся на 7. 

Пусть 
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 делится на 7. Пусть r1, r2 – остатки от деления на 7 чисел a и b соответственно.

Тогда a=7p+ r1, b=7q+ r2.

Рассмотрим сумму квадратов 
[image: image50.wmf](
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. Левая часть равенства делится на 7, значит и 
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 делится на 7. Но все остатки удовлетворяют неравенству 
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Среди чисел 
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 только 0 делится на 7, а значит, остатки от деления на 7 r1, r2 – равны нулю, и оба числа делятся на 7. Утверждение доказано. 

3.4. Докажите признаки делимости

а) Число делится на 3 тогда и только тогда, когда его сумма цифр делится на 3. 

Доказательство. (Необходимость).

Пусть n=
[image: image55.wmf]k
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Число n делится на 3, все слагаемые последней суммы делятся на три, кроме, быть может, первого. Но это значит, и первое слагаемое 
[image: image58.wmf](
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 делится на 3. 

Теперь докажем достаточность. Пусть сумма цифр 
[image: image59.wmf](
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 делится на 3. Остальные слагаемые суммы (*) делятся на 9, а значит и на 3, значит и число n делится на 3. Признак делимости на 3 доказан.

Число делится на 9 тогда и только тогда, когда его сумма цифр делится на 9.
Доказательство. (Необходимость).

Пусть n=
[image: image60.wmf]k
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[image: image62.wmf](
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Число n делится на 9, все слагаемые последней суммы делятся на 9, кроме, быть может, первого. Но это значит, и первое слагаемое 
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 делится на 9. 

Теперь докажем достаточность. Пусть сумма цифр 
[image: image64.wmf](
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 делится на 9. Остальные слагаемые суммы (*) делятся на 9, значит и число n делится на 9. Признак делимости на 9 доказан.

б) Число делится на 4 тогда и только тогда, когда число, составленное из двух последних цифр, делится на 4.

Доказательство. (Необходимость).

Пусть n=
[image: image65.wmf]bc
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, (ai – цифры). Тогда n=100
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 (**). Первое слагаемое суммы (**) всегда делится на 100, а значит и на 4. Число n делится на 4 по условию, а значит, 
[image: image68.wmf]bc

 делится на 4. 

Теперь докажем достаточность. Пусть 
[image: image69.wmf]bc

 делится на 4. Все слагаемые суммы (**) делятся на 4, значит и число n делится на 4. Признак делимости на 4 доказан.

в) Число делится на 8 тогда и только тогда, когда число, составленное из трёх последних цифр, делится на 8.

Доказательство. (Необходимость).

Пусть n=
[image: image70.wmf]bcd

a

a

a

k

...

2

1

, (ai – цифры). Тогда n=1000
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 (***). Первое слагаемое суммы (***) всегда делится на 1000, а значит и на 8. Число n делится на 8 по условию, а значит 
[image: image73.wmf]bcd

, делится на 8. 

Теперь докажем достаточность. Пусть 
[image: image74.wmf]bcd

 делится на 8. Все слагаемые суммы (***) делятся на 8, значит и число n делится на 8. Признак делимости на 8 доказан.
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3.4. Найдите все 5-значные числа

а)                     , которые делятся на 36;

Решение. Искомое число делится и на 9, и на 4. Согласно доказанным в задаче 3.3 признакам сумма цифр 3+4+x+5+y делится на 9 и число 
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 делится на 4. Получили систему
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 (*). 

Второму соотношению системы (*) удовлетворяют только числа 2 или 6. Поэтому система (*) равносильна совокупности систем:
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Ответ: Искомые числа 34452, 34956, 34056.
б)                   , которые делятся на 45.

Согласно доказанным в задаче 3.3 признакам сумма цифр 7+1+x+1+y делится на 9, а последняя цифра y равна либо 5, либо 0.  Данное число делится на 45 если и только если выполняется условие:
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Ответ. Искомые числа 71010, 71910, 71415.

4.1. а) Докажите, что если 4-значное число р не делится ни на одно простое число от 2 до 97, то р – простое. 

Доказательство. По условию, p<10000. Тогда 
[image: image79.wmf]100

<

p

. Числа 99, 98 составные. Допустим противное: пусть p – составное число, тогда n делится только на m>100. Тогда p можно представить в виде p=mk, тогда k<100. Тогда p делится на простое число, которое меньше 100. Полученное противоречие доказывает, что p – простое. 

б) Докажите, что каждое составное число а имеет простой делитель р такой, что 
[image: image80.wmf]a
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Доказательство. Допустим противное: все простые делители таковы, что все простые делители числа а таковы, что p2>a. Пусть 
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 (некоторые из простых множителей, возможно, равны). Тогда 
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, так как число а – составное, a>3. Получили противоречие, значит, наше предположение о том, что p2>a неверно, значит, 
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, что и требовалось доказать.

4.2. Разложите на простые множители числа 1973, 1975, 1974, 1976, 1977, 
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Решение. 
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4.3. Разложите на простые множители число 
[image: image92.wmf]1
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Решение.
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Дополнительные задания. 

2.9. На столе лежат книги, которые надо упаковать. Если их связывать по 4, 5, 6 книг в пачку, то каждый раз остаётся 1 лишняя книга, а если по 7 книг в пачку, то лишних книг не остаётся. 

Составим таблицу чисел, кратных 7 и найдём остатки от деления на 4, 5, 6. 

Наименьшее из таких чисел – 301. 

Ответ. На столе 301 книга. 

3.6 б) Докажите, что число M=
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3.7. Докажите, что 
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Доказательство. 
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