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Задание 1, 9 класс, 2-й год обучения. Числа и многочлены. 

Основная теорема арифметики: каждое натуральное число разлагается на простые множители единственным способом.

8.1. Пусть 
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. Докажите, что для того, чтобы число а делилось на b необходимо и достаточно, чтобы выполнялись неравенства 
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Доказательство.  (Необходимость) Пусть а делится на b, тогда существует натуральное с, такое, что 
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 различные простые числа, натуральное число с оказалось бы несократимой дробью, что невозможно, значит, 
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(Достаточность.) Пусть 
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 – натуральное число, следовательно, а делится на b. Утверждение доказано.

8.3. Докажите, что ab=НОД(a,b)(НОК(a,b). 

Доказательство. Пусть 
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НОК(a,b)= 
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НОД(a,b)(НОК(a,b)= 
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8.6. Докажите, что если an делится на bn, то а делится на b. 

Доказательство. Пусть an делится на bn. Тогда существует целое z, такое, что 
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[image: image31.wmf]k

k

p

p

p

a

a

a

a

=

...

2

1

2

1

, 
[image: image32.wmf]k

k

p

p

p

b

b

b

b

=

...

2

1

2

1

. (Возможно, некоторые показатели равны нулю). Тогда 
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8.7. Пусть 
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Доказательство. Пусть 
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8.9. Решите в натуральных числах уравнение 
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. Так как х и у – натуральные, то это равенство – разложение некоторого числа на простые множители. По основной теореме арифметики существует единственное разложение целого числа на простые множители. Получили систему, решаем её учитывая, что х и у – натуральные числа. 
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Ответ. 
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8.10. а) Пусть 
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Доказательство. Пусть а – полный квадрат. Тогда 
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[image: image80.wmf]i
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б) Сумма цифр числа равна 21. Докажите, что число не является полным квадратом, то есть квадратом некоторого натурального числа. 

Доказательство. Так как сумма цифр числа равна 21, то по признаку делимости на 3, (доказанному в прошлом году) это число делится на 3, и не делится на 9. Если бы это число было полным квадратом, то в разложении этого числа на простые множители тройка встречается в чётной степени, согласно доказанному в пункте а) этой задачи. Значит, это число делится на 9. Полученное противоречие доказывает утверждение. 

8.11. Пусть a, b, c – натуральные числа, a2=bc, НОД(b,c)=1. Докажите, что числа b и c – полные квадраты.

Доказательство. Так как НОД(b,c)=1, то числа b и с можно разложить на простые множители 
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 – полные квадраты. Утверждение доказано. 

8.12. Найдите наименьшее число, половина которого полный квадрат, третья часть – полный куб, четвёртая часть – пятая степень натурального числа.

Решение. Наименьшее число, удовлетворяющее данным трём условиям, имеет вид 
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 является пятой степенью, и поэтому числа m и n-2 делятся на 5. Значит число n кончается либо на 2, либо на 7. Но n – нечётно, поэтому n кончается на 7. n делится на 3. Наименьшим натуральным числом, удовлетворяющим этим условиям является 
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Ответ. 
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9.1. Пусть a, b, c – целые числа, составляющие решение уравнения 
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Докажите, что 

а) число ab делится на 2.

Доказательство. Допустим, что и x, и y – нечётные. Тогда существуют натуральные n, m такие, что 
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. Полный квадрат натурального числа делится на 2, но не делится на 4, что противоречит утверждению, доказанному в 8.10 а). Полученное противоречие доказывает, что хотя бы одно из чисел a и b – чётно, поэтому ab делится на 2. Утверждение доказано. 

б) число abc делится на 3. 

Доказательство. Допустим, что ни одно из чисел a, b, c не делится на 3. Тогда эти числа можно представить в виде 
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, где 
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 –отличные от нуля остатки от деления на 3 чисел a, b, c соответственно. Тогда 
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. Следовательно, число 
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делится на 3, 
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. Заполним таблицу:
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Видно, что число 
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 не делится на 3. Полученное противоречие показывает, что хотя бы одно из чисел a, b, c делится на 3, значит, abc делится на 3. Утверждение доказано. 

в) число abc делится на 5.

Доказательство. Допустим, что ни одно из чисел a, b, c не делится на 5. Тогда эти числа можно представить в виде 
[image: image105.wmf]3

2

1

5

;

5

;

5

r

k

c

r

m

b

r

n

a

+

=

+

=

+

=

, где 
[image: image106.wmf]3

2

1

,

,

r

r

r

 –отличные от нуля остатки от деления на 5 чисел a, b, c соответственно. Тогда 
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. Следовательно, число 
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делится на 5, 
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. При этом выражение 
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 может принимать значения 2, 5, 10, 17, 8, 13, 18, 20, 25, 32. Из этого ряда чисел отбросим кратные пяти, так как в этом случае 
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 не кратно пяти. Заполним таблицу:
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Видно, что 
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 никогда не делится на 5. Полученное противоречие показывает, что хотя бы одно из чисел a, b, c делится на 5, значит, abc делится на 5. Утверждение доказано.

10.1. Докажите, что следующие числа иррациональны: 
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Доказательство. а) Допустим противное. Пусть число 
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 рационально. Тогда существуют натуральные m, n, такие, что 
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 – несократимая дробь, то есть НОД(m,n)=1. Тогда 
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 сократима и НОД(m,n)(1. Полученное противоречие доказывает иррациональность числа 
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б) Допустим противное. Пусть число 
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 рационально. Тогда существуют натуральные m, n, такие, что 
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 – несократимая дробь, то есть НОД(m,n)=1. Тогда 
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. Следовательно, n делится на 6. Значит дробь 
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 сократима и НОД(m,n)(1. Полученное противоречие доказывает иррациональность числа 
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в) Допустим противное. Пусть число 
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 рационально. Тогда существуют натуральные m, n, такие, что 
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 – несократимая дробь, то есть НОД(m,n)=1. Тогда 
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. Следовательно, n делится на 49. Значит дробь 
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 сократима и НОД(m,n)(1. Полученное противоречие доказывает иррациональность числа 
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10.2. Докажите, что не существует такого рационального числа х, что

а) 
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Доказательство. допустим противное, пусть х рационально. Тогда существуют целое m и натуральное n такие, что 
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. Полученное равенство противоречит основной теореме арифметики, которая утверждает, что существует единственное разложение натурального числа на простые множители. Следовательно, такого рационального х не существует.

б) 
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Доказательство. если бы такое рациональное х существовало, то существовало бы рациональное y=x-1, что 
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. Полученное равенство противоречит основной теореме арифметики, которая утверждает, что существует единственное разложение натурального числа на простые множители. Следовательно, такого рационального х не существует.

10.4. Установите, являются ли следующие числа рациональными или иррациональными:

а) 
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Число 
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 иррационально. Доказательство. допустим противное. Пусть это число рационально, тогда его квадрат 
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также рациональное число, следовательно, 
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 рациональное число, что противоречит утверждению, доказанному в 10.1. полученное противоречие доказывает иррациональность числа 
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б) 
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Это число иррационально. В противном случае его квадрат 
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 также рационально, и, следовательно, 
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 рационально. Но в присланной разработке доказана иррациональность числа 
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. Полученное противоречие доказывает иррациональность числа 
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Это число иррационально. Доказательство. Допустим противное: пусть  
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 – рационально. Тогда х является корнем уравнения 
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Тогда 
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. Левая часть равенства рациональна, а правая часть, как доказано в 10.1, иррациональна. Полученное противоречие доказывает иррациональность числа 
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; Это число иррационально. Доказательство. Допустим противное: пусть 
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. Тогда, возведя равенство в квадрат, получим 
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, снова возведём в квадрат. Получим
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. Правая часть равенства рациональное число, значит и 
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 рационально. Пусть 
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 – несократимая дробь то есть НОД(m,n)=1. Тогда 
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 – сократима и НОД(m,n)(1. Полученное противоречие доказывает иррациональность числа 
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. Выражение положительно и имеет смысл.

Это число иррационально. Действительно, упростим его, обозначив 
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Следовательно, 
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 EMBED Equation.3  [image: image193.wmf]2
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 иррационально, как доказано в присланной разработке.
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